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Introduccio´n
Las estructuras biolo´gicas, ya sean comunidades de bacterias ma´s o menos simi-
lares o complejos tejidos multicelulares, son formaciones celulares tridimensionales
que surgen como fruto de fuerzas meca´nicas con el medio y procesos celulares en
la propia colonia. La relacio´n entre estas dos clases de mecanismos y el resultado
que producen au´n esta poco estudiado y las investigaciones se centran en casos
particulares, como es el caso que aqu´ı se plantea. Las biopel´ıculas de bacterias,
aparentemente menos complejas que los organismos multicelulares, ofrecen un mo-
delo ma´s sencillo para analizar la interaccio´n entre las propiedades celulares y las
f´ısicas durante el crecimiento de las colonias.
El caso en el que nos centramos en este trabajo son las biopel´ıculas de bacterias,
comunidades de ce´lulas organizadas que viven asociadas a las superficies en las que
se encuentran de las que obtienen agua y alimentos. Cient´ıficamente ofrecen un
buen ejemplo para la biolog´ıa ya que el comportamiento de toda la comunidad
puede ser observado y estudiado sin que haga falta tener en cuenta demasiados
para´metros. El elemento fundamental de la formacio´n de biopel´ıculas es la secrecio´n
de una matriz polime´rica rica en azu´cares y prote´ınas en el espacio extracelular
que mantiene unida a la colonia. En el caso del Bactillus subtilis, la secrecio´n de la
componente exopolisaca´rida de la matriz extracelular esta´ gene´ticamente ligada a
la inhibicio´n de los flagelos de cada bacteria. Esto da lugar a una lenta expansio´n
de la biopel´ıcula en un sustrato conforme las cee´lulas se dividen y se empujan entre
ellas. En este caso se propone que la secrecio´n de la componente exopolisca´rida
conduce a un movimiento de la superficie de la colonia al generar gradientes de
presio´n osmo´tica en el espacio extracelular.
El efecto que nos interesa analizar en este trabajo es la transicio´n entre el
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crecimiento vertical y la expansio´n horizontal de la colonia de ce´lulas. Cuando la
biopel´ıcula es joven y esta´ compuesta por relativamente pocas ce´lulas, el crecimien-
to de la colonia es principalmente vertical hasta que, en cierto momento, empiezan
a expandirse hacia los lados, intuitivamente para obtener un mejor acceso a los re-
cursos en el agar. Nuestro intere´s es, por tanto, obtener una ecuacio´n que relacione
la altura y el radio de la colonia y prediga cuando se produce esta transicio´n.
En este trabajo estudiamos el art´ıculo publicado por Agnese Seminara et al.
en el que proponen una ecuacio´n que rige la altura de la colonia a partir del efecto
de la presio´n osmo´tica. Nuestro objetivo ha sido familiarizarnos con el manejo
y simplificacio´n de las ecuaciones, la adimensionalizacio´n de los elementos para
facilitar su tratamiento y la utilizacio´n de expansiones asinto´ticas para resolver las
ecuaciones diferenciales planteadas.
El trabajo se estructura de la siguiente forma: partiendo de la hipo´tesis de
la secrecio´n plantearemos unas ecuaciones que reflejen este modelo, eliminaremos
algunos elementos para conseguir unas fo´rmulas con las que sea relativamente
fa´cil trabajar. A continuacio´n buscaremos elementos pequen˜os con los que hacer
expansiones asinto´ticas que nos permitan obtener una fo´rmula de la velocidad de la
biopel´ıcula. A partir de ella obtendremos una ecuacio´n para la altura de la colonia
que trataremos de resolver con una ecuacio´n autosimilar.
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1 El modelo
1.1 Motivacio´n
Las biopel´ıculas de bacterias son poblaciones heteroge´neas de ce´lulas diferen-
ciadas que viven en asociacio´n con la superficie en que se encuentran y muestran un
alto nivel de organizacio´n espacial y temporal con respecto al medio. La formacio´n
de una biopel´ıcula madura sucede a lo largo de distintos estados, empezando con
la adhesio´n de una sola ce´lula a un sustrato so´lido. Cuando esto sucede, se genera
una matriz extracelular polime´rica rica en proteinas y azu´cares que mantiene a
la colonia unida. Se han atribu´ıdo diferentes funciones a la matriz extracelular,
como la proteccio´n, integridad meca´nica o reserva de nutrientes. Al mismo tiempo
los flagelos de las bacterias quedan controlados y muchas de las ce´lulas pierden
su movilidad individual una vez que entran a formar parte de la biopel´ıcula. Esto
da lugar a un movimiento lento de la colonia sobre la superficie que permite a la
biopel´ıcula expandirse sobre el sustrato.
Nuestro objetivo es estudiar co´mo la secrecio´n de la matriz extracelular provoca
la expansio´n de la biopel´ıcula. La hipo´tesis de la que partimos es que la concen-
tracio´n del exopolisaca´rido en la matriz da lugar a un incremento de la presio´n
osmo´tica entre e´sta y la colonia de ce´lulas. La biopelicula entonces toma agua del
agar para equilibrar la presio´n dando lugar a un crecimiento en volumen de la
colonia.
Para comprobar esta hipo´tesis vamos a desarrolar un modelo matema´tico que
prediga co´mo cambia la forma de la biopel´ıcula en respuesta a la variacio´n de
la presio´n osmo´tica provocada por la secrecio´n del exopolisaca´rido en la matriz
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extracelular.
En primer lugar vamos a definir la fraccio´n de volumen de la biopel´ıcula que
corresponde exclusivamente a biomasa, siendo el complementario la fraccio´n de
volumen de agua. Con estos dos valores plantearemos una ecuacio´n que rija la
variacio´n de fraccio´n de volumen, tanto de biomasa como de agua.
Por otro lado tenemos que obtener unas ecuaciones que rijan la velocidad de
ambos elementos, biomasa y agua, que derivamos a partir del cambio de energ´ıa
libre sumado a la disipacio´n. An˜adiremos tambie´n las condiciones de contorno y
ecuaciones constitutivas para el coeficiente de friccio´n del agua con la biomasa
y la presio´n osmo´tica. De esta manera obtendremos las cuatro ecuaciones que
conforman el modelo propuesto.
1.2 Formulacio´n matema´tica
El modelo considera la biopel´ıcula como una combinacio´n de biomasa y agua,
con una proporcio´n de volumen de biomasa de φ y una proporcio´n 1−φ de agua. La
fraccio´n de volumen de la biomasa es la suma de las ce´lulas y la matriz extracelular,
φ = φc + φm. La fraccio´n de volumen cambiara´ cuando entre o salga agua en la
biopel´ıcula desde el agar siguiendo los cambios en la presio´n osmo´tica.
Cuando la biopel´ıcula esta´ en equilibrio con el agar no hay flujo de agua en
ninguna direccio´n. Entonces la fraccio´n de volumen de la biopel´ıcula es una cons-
tante φ∞ de tal manera que la presio´n osmo´tica dentro de la malla es igual a la
del medio. Las fuerzas que dan lugar a la expansio´n de la colonia se generan en
la biopel´ıcula conforme las ce´lulas consumen agua y nutrientes para producir bio-
masa, provocando variaciones en la presio´n osmo´tica entre la colonia y la matriz
extracelular.
El modelo ma´s sencillo para trabajar con el crecimiento de la biopel´ıcula es el
que utiliza g = 1
T
1
c+c∗ donde c es la concentracio´n de un nutriente limitante, c
∗
es el umbral de la concentracio´n que produce hambruna y T es el tiempo mı´ni-
mo de duplicacio´n. Extendemos el modelo an˜adiendo la produccio´n de la matriz
extracelular am a la componente correspondiente.
La variacio´n de la fraccio´n de volumen de las ce´lulas es:
∂tφc +∇ · (φcvb) = 1
T
1
c+ c∗
φc,
mientras que la de la matriz extracelular, incluyendo el te´rmino de produccio´n am:
∂tφm +∇ · (φmvb) = am
T
1
c+ c∗
φc,
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donde vb es la velocidad de la biomasa.
En primer lugar sumamos ambas ecuaciones y expresamos φ = φc + φm. De
esta manera las dos ecuaciones anteriores se suman en:
∂tφ+∇ · (φvb) = (1 + am)
T
1
c+ c∗
φc.
Experimentalmente se observa que las ce´lulas esta´n muy juntas dentro de la
malla, lo que se traduce a que la fraccio´n de volumen de e´stas es muy superior a
la de la matriz, esto es, suponemos que φm  φc. De este modo so´lo necesitamos
una ecuacio´n para la fraccio´n de volumen φ y que se aproxima por:
∂tφ+∇ · (φvb) = gφ, (1.1)
con g = 1+am
T
1
c+c∗ . La concentracio´n inicial de nutrientes es alta de manera que
para los estados iniciales tomamos g = 1/T .
De manera similar obtenemos una ecuacio´n para la proporcio´n de volumen del
agua:
∂t(1− φ) +∇ · ((1− φ)va) = −gφ, (1.2)
con va la velocidad del agua. Sumando ambas obtenemos una ecuacio´n que garan-
tiza la conservacio´n del volumen:
∇ · v = 0,
donde v = φvb + (1− φ)va.
En ausencia de produccio´n de biomasa, la biopel´ıcula alcanza un equilibrio
con el medio. Nos interesa estudiar pequen˜as variaciones del equilibrio causadas
por produccio´n lenta de biomasa. Las ecuaciones de movimiento en presencia de
disipacio´n se pueden obtener minimizando el cambio de energ´ıa libre junto con la
disipacio´n con respecto a vb y va:
R =
∫
d3r
[
ζ
2
|vb − va|2 + σa · ∇va + σb · ∇vb
−∂f
∂φ
∇ · (φvb − gφ)− p (∇ · (φvb + (1− φ)va))
]
,
donde ζ ∼ µa/ξ2 es el coeficiente de friccio´n del agua con la biomasa, ξ es el taman˜o
de la malla y µa es la viscosidad del agua. Por otro lado σa y σb son los tensores
de esfuerzos del agua y la biomasa, f(φ) es la energ´ıa libre y p (la presio´n) es un
multiplicador de Lagrange que garantiza la conservacio´n de volumen, ya que se
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aplica al gradinte de la velocidad total v. Las ecuaciones de movimiento obtenidas
son:
0 =
∂R
∂vb
= ζ(vb − va) +∇ · σb − φ∇
∂f
∂φ
− φ∇p,
0 =
∂R
∂va
= −ζ(vb − va) +∇ · σa − (1− φ)∇p,
donde expresamos φ∇∂f
∂φ
= ∇pi por la definicio´n de presio´n osmo´tica pi = φ∂f/∂φ−
f . Eliminando la friccio´n del agua con ella misma, σ
a
, que suele ser mucho ma´s
pequen˜a que la friccio´n del agua con la malla tenemos:
ζ(vb − va) + µb∇2vb −∇pi − φ∇p = 0,
−ζ(vb − va)− (1− φ)∇p = 0,
y sumando ambas y manteniendo la segunda conseguimos dos ecuaciones para las
velocidades:
µb∇2vb = ∇ (p+ pi) , (1.3)
ζ(va − vb) + (1− φ)∇p = 0, (1.4)
que an˜adimos a las dos que ya ten´ıamos antes:
∂tφ+∇ · (φvb) = gφ,
∂t(1− φ) +∇ · ((1− φ)va) = −gφ.
Despejemos va de la ecuacio´n (1.4):
va = vb − 1− φ
ζ
∇p,
e introduzca´mosla en la ecuacio´n (1.2)
∂t(1− φ) +∇ · ((1− φ)va) = −gφ,
∂t(1− φ) +∇ ·
(
(1− φ)
(
vb − (1− φ)
ζ
∇p
))
= −gφ,
∂t(1− φ) +∇ · ((1− φ)vb)−∇
(
(1− φ)2
ζ
∇p
)
= −gφ,
7
0
∂t1− ∂tφ+∇ · ((1− φ)vb)−∇
(
(1− φ)2
ζ
∇p
)
= −gφ,
−∂tφ−∇ · φvb +∇ · vb −∇
(
(1− φ)2
ζ
∇p
)
= −gφ.
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Utilizando la ecuacio´n (1.1) vemos que los dos primeros sumandos son −gφ. En-
tonces la expresio´n queda:
−∂tφ−∇ · φvb︸ ︷︷ ︸
−gφ
+∇ · vb −∇
(
(1− φ)2
ζ
∇p
)
= −gφ,
∇ · vb −∇
(
(1− φ)2
ζ
∇p
)
= 0,
De esta manera hemos conseguim separar la velocidad del agua, va, del resto de
variables φ,vb, p. Utilizando tambie´n que ∂tφ gφ convertimos la ecuacio´n (1.1)
en:
∇ · (φvb) = gφ.
Finalmente llegamos a las ecuaciones:
va = vb − 1− φ
ζ
∇p,
∇ · (φvb) = gφ,
∇ · vb = ∇
(
(1− φ)2
ζ
∇p
)
,
µb∇2vb = ∇ (p+ pi) .
Queda establecer unas condiciones de contorno. Para ello definimos h como la
altura y R el radio de la colonia.
Consideramos condiciones de adherencia en la interaccio´n entre la biopel´ıcula
y el medio:
(u, v)|z=0 = 0,
y sin esfuerzos entre la biopel´ıcula y el aire.
µbuz|z=h = 0,
(−p+ 2µbvz)|z=h = −pext,
siendo u y v las componentes horizontal y vertical de la velocidad vb respectiva-
mente. Adema´s utilizamos unas ecuaciones constitutivas para pi = pi(φ), ζ = µa/ξ
2
y ξ = ξ(φ). Para simplificar el modelo vamos a suponer que ξ es una constante
establecida en el equilibrio, ξ = ξ∞.
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2 Resolucio´n
Vamos a partir de las cuatro ecuaciones obtenidas antes:
va = vb − 1− φ
ζ
∇p, (2.1)
∇ · (φvb) = gφ, (2.2)
∇ · vb = ∇
(
(1− φ)2
ζ
∇p
)
, (2.3)
µb∇2vb = ∇ (p+ pi) . (2.4)
En primer lugar vamos a adimensionalizarlas y despue´s vamos a buscar elementos
potencialmente pequen˜os para tratar de facilitar la resolucio´n utilizando expansio-
nes. Una vez que tengamos expresiones para la fraccio´n de volumen, la presio´n y
la velocidad de la biomateria trataremos de obtener una ecuacio´n sobre la altura
de la colonia.
2.1 Adimensionalizacio´n y expansiones
Adimensionalizamos las ecucaciones mediante u = Uu′, v = V v′, p = Pp′,
z = hz′, x = R0x′, R = R0R′. Tenemos que h/R0  1 siendo R0 el radio inicial.
Escribimos tambie´n pi = Πφ con Π el valor de ∂pi/∂φ en el equilibrio, no nece-
sitamos un modelo ma´s elaborado para la presio´n osmo´tica porque estudiaremos
las ecuaciones cerca del equilibrio φ∞. Asumimos tambie´n que u . v. Toma-
mos ε = h/R y realizamos una expansio´n con esa variable f = f (0) + O(ε) para
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f = v, φ, p. La ecuacio´n (2.2) con esta expansio´n queda:
∇ · (φvb +O(ε)) = gφ+O(ε).
Eliminamos los te´rminos de orden superior y evaluamos la divergencia:
φzv + φvz = gφ,
y tras adimensionalizar llegamos a:
V
gh
(φzv
′ + φv′z) = φ.
Dado que de aqu´ı en adelante vamos a trabajar con las ecuaciones adimensio-
nales, para simplificar la notacio´n expresamos las variables adimensionales sin el
indicador prima (′).
Por otro lado la ecuacio´n (2.3) se convierte en:
∇ · (vb +O(ε)) = ∇
(
(1− φ)2
ζ
∇p+O(ε)
)
,
∇v = (1− φ)
2
ζ
∇2p+∇(1− φ)
2
ζ
∇p,
vz = pzz
(1− φ)2
ζ
− 2φzpz (1− φ)
2
ζ
,
V
h
vz =
P
h2ζ
(
pzz(1− φ)2 + 2pzφz(1− φ)
)
,
vz =
P
V hζ
(
pzz(1− φ)2 + 2pzφz(1− φ)
)
.
Finalmente la ecuacio´n (2.4) se descompone en dos:
µb∇2vb = ∇ (p+ pi) ,{
µbuzz = px + Πφx,
µbvzz = pz + Πφz,
µbUR0
Ph2
uzz = px +
Π
P
φx,
µbV
Ph
vzz = pz +
Π
P
φz,
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Adimensionalizamos tambie´n las condiciones de frontera:
(u, v)|z=0 = 0 (u, v)|z=0 = 0,
µbuz|z=h = 0 uz|z=1 = 0,
(−p+ 2µbvz)|z=h = −pext  (−Pp+ 2µbV vz)|z=1 = −Ppext.
Supongamos tambie´n que V = U = gh y P = gh2ζ de manera que las ecuaciones
se convierten en:
φzv + φvz = φ, (2.5)
vz = pzz(1− φ)2 + 2pzφz(1− φ), (2.6)
K3uzz = px + ε
−1
p φx, (2.7)
K2vzz = pz + ε
−1
p φz, (2.8)
ma´s la tercera condicio´n de contorno:
(−p+ 2K2vz)|z=1 = −pext,
con K3 =
µb
µa
ξ2∞R0
h3
, K2 =
µb
µa
(
ξ∞
h
)2
y εp = P/Π.
Hemos obtenido estas ecuaciones tras suponer que h/R0  1 y realizar una
expansio´n. Ahora supongamos tambie´n que εp  1 y haga´mos una expansio´n
f = f 0 + εpf
(1) +O(ε2p) donde f son las variables u, v, p, φ.
Supongamos tambie´n que K2, K3 . 1. Entonces, para que las ecuaciones (2.7)
y (2.8) tengan sentido necesitamos que φ
(0)
x = φ
(0)
z = 0 para que as´ı el te´rmino con
ε−1p se cancele. De este modo φ
(0) es una constante φ(0) = φ∞ y entonces tenemos:
φ = φ∞ + εpφ(1) +O(ε2p).
Introducimos lo que ya sabemos en las ecuaciones multiplicadas por ε0p. En primer
lugar la ecuacio´n (2.5):
φ(0)z︸︷︷︸
=0
v(0) + φ∞v(0)z = φ∞ ⇒ v(0)z = 1. (2.9)
Por otro lado la ecuacio´n (2.6):
v(0)z = p
(0)
zz (1− φ∞)2 + 2p(0)z φ(0)z︸︷︷︸
=0
(1− φ∞) ⇒ 1 = p(0)zz (1− φ∞)2. (2.10)
Dado que las ecuaciones (2.7) y (2.8) tienen un te´rmino multiplicado por ε−1p
incluyen tambie´n un elemento de la expansio´n de orden 1:
K3uzz = p
(0)
x + φ
(1)
x , (2.11)
K2vzz = p
(0)
z + φ
(1)
z . (2.12)
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Las codiciones de frontera para estas ecuaciones son:
(u(0), v(0))|z=0 = 0, (2.13)
u(0)z |z=1 = 0, (2.14)
(−p(0) + 2K2 v(0)z︸︷︷︸
1
)|z=1 = −pext ⇒ p(0)|z=1 = pext + 2K2. (2.15)
De la ecuacio´n (2.9) obtenemos que v = z. Introduciendo este te´rmino en la
ecuacio´n (2.12) obtenemos que
p(0)z = −φ(1)z , (2.16)
y utilizando esto en la ecuacio´n (2.10) llegamos a:
1 = −(1− φ∞)2φ(1)zz . (2.17)
φ(1)zz =
−1
(1− φ∞)2 .
φ(1)z =
1
(1− φ∞)2 (−z + A).
φ(1) =
1
(1− φ∞)2
(
−z
2
2
+ Az +B
)
.
Podemos obtener la expresio´n completa de φ(1) an˜adiendo condiciones de fron-
tera en la interaccio´n de la biopel´ıcula con el agar y con el aire. Los experimentos
se realizaron en condiciones de 100 % de humedad de manera que apenas hay eva-
poracio´n de la biopel´ıcula al aire, esto da lugar a que no haya flujo de fraccio´n
de volumen φ para z = 1. En la interaccio´n de la biopel´ıcula con el agar, el agua
se disemina debido a la presio´n osmo´tica y por tanto diluye la concentracio´n de
pol´ımero y creando un gradiente en φ. Esto da lugar a las siguientes condiciones
de frontera:
φ(1)z (1) = 0,
φ(1)z (0) =
φ(1)(0)
l/h
,
donde l es la longitud escalada a trave´s de la cual aparece el gradiente debido a la
entrada de agua en la biopel´ıcula. La variable l es aproximadamente el radio R de
la biopel´ıcula. Apliquemos la primera concidio´n a la solucio´n para de la ecuacio´n
(2.17):
0 = φ(1)z (1) =
1
(1− φ∞)2 (−1 + A), ⇒ A = 1,
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y ahora la segunda:
φ(1)z (0) = φ
(1)(0)
1
l/h
,
1
(1− φ∞)2 =
1
(1− φ∞)2B
1
l/h
,
B =
l
h
≈ R
h
.
La fo´rmula de φ(1) queda entonces:
φ(1) =
1
(1− φ∞)2
(
z − z
2
2
+
R
h
)
.
No´tese que φ(1) ∼ ε−1 = R/h ha ganado un factor 1/ε debido a las condiciones de
frontera. Para que la expansio´n de φ tenga sentido los para´metros deben cumplir
εp/ε 1.
Introduciendo φ(1) en la ecuacio´n (2.16) y utilizando la condicio´n de frontera
(2.15) llegamos a:
p(0)z = −φ(1)z , (2.18)
p(0) = p(0)|z=1 + φ(1)|z=1 − φ(1)
= pext + 2K2 +
1
(1− φ∞)2
(
1
2
+


R
h
−
(
z − z
2
2
+


R
h
))
= pext + 2K2 +
1
(1− φ∞)2
(
z2
2
+
1
2
− z
)
. (2.19)
Tanto p como φ(1) dependen de x dado que la altura h var´ıa en el espacio
y en el tiempo. Para analizar esto vamos a devolver sus expresiones a la forma
con variables dimensionales. Empezamos por la presio´n, recordando que hemos
supuesto que P = gµah
2/ξ2∞:
p
P
= pext + 2K2 +
1
(1− φ∞)2
((
z
h
)2
2
+
1
2
− z
h
)
p = Ppext + P2K2 +
gµa  h
2
ξ2∞(1− φ∞)2  h2
(
z2 + h2
2
− zh
)
,
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y la fraccio´n de volumen queda:
Pφ(1) =
1
(1− φ∞)2
(
z
h
− (z/h)
2
2
+
R
h
)
φ(1) =
gµa  h
2
ξ2∞(1− φ∞)2  h2
(
zh− z
2
2
+Rh
)
.
Juntamos ambas en la ecuacio´n (2.11):
K3
h2
U
u(0)zz = R0
px
P
+R0φ
(1)
x
PK3
h2
U
u(0)zz = R0
(
px + Pφ
(1)
x
)
=
gµaR0
ξ2∞(1− φ∞)2
((hhx −zhx) + (zhx +Rhx))
gh2
µa
ξ2∞︸ ︷︷ ︸
P
µb
µa
ξ2∞R0
h3︸ ︷︷ ︸
K3
h2
gh
u(0)zz =
gµaR0
ξ2∞(1− φ∞)2
(hhx +Rhx)
u(0)zz =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
hhx
(
1 +
R
h
)
,
Resolvamos esta ecuacio´n:
uzz =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
hhx
(
1 +
R
h
)
,
uz =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
hhx
(
z +
R
h
z + A
)
,
u =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
hhx
(
z2
2
+
R
h
z2
2
+ Az +B
)
.
An˜adimos ahora las condiciones de frontera. Por un lado u|z=0 obliga a B = 0. Por
otro lado uz|z=h fuerza A = −h−R. La funcio´n queda:
u =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
hhx
(
z2
2
+
R
h
z2
2
− zh− zR
)
.
Recoloquemos los elementos:
u =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
hx
(
z2
2
h+R
z2
2
− zh2 − zRh
)
,
u =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
z2
2
h
R
+
z2
z
− zh
2
R
− zh
)
,
u =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
h
R
(
z2
2
− zh
)
+
z2
2
− zh
)
,
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y despreciamos los dos primeros sumandos al estar multiplicados por ε = h/R. La
expresio´n final queda:
u =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
z2
2
− zh
)
.
2.2 Ecuacio´n de la altura
Gracias a las dos expansiones asinto´ticas hemos conseguido unas expresiones
para la fraccio´n de volumen, la presio´n y la velocidad de la biomateria. A conti-
nuacio´n vamos a usar estos tres elementos para obtener una ecuacio´n diferencial
de la altura.
Para obtener la ecuacio´n de la altura de la biopel´ıcula h(x, t) integramos la
ecuacio´n de continuidad ∇v = 0 en la direccio´n vertical. Siendo la velocidad media
del volumen:
v = φvb + (1− φ)va = vb − (1− φ)
2
ζ
∇p,
denotamos xˆ y zˆ como los vectores directores de las dos componentes. Tenemos
entonces la integral de la ecuacio´n de continuidad:∫ h
0
(v · xˆ)x dz +
∫ h
0
(v · zˆ)z dz = 0,∫ h
0
(v · xˆ)x dz + v · zˆ|h − v · zˆ|0 = 0,∫ h
0
(v · xˆ)x dz + v · zˆ|h = v · zˆ|0.
Utilizamos la regla de Leibniz1 para reexpresar el primer sumando:(
∂
∂x
(∫ h
0
v · xˆdz
)
− v · xˆ|hhx
)
+ v · zˆ|h = v · zˆ|0.
v · zˆ|h − v · xˆ|hhx + ∂
∂x
(∫ h
0
v · xˆdz
)
= v · zˆ|0 (2.20)
Para el primer sumando aplicamos directamente la definicio´n de la velocidad:
v · zˆ = dz
dt
⇒ v · zˆ|h = (h(t, x(t)))t ,
(h(t, x(t)))t = ht + hx · xt = ht + v · xˆ|hhx.
1Regla de Leibniz: ∂∂x
(∫ h
0
v · xˆdz
)
= v · xˆ|hhx +
∫ h
0
(v · xˆ)x dz.
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Introducie´ndolo en la ecuacio´n (2.20) llegamos a:
ht +
v · xˆ|hhx −v · xˆ|hhx +
∂
∂x
(∫ h
0
v · xˆdz
)
= v · zˆ|0, (2.21)
ht +
∂
∂x
(∫ h
0
v · xˆdz
)
= v · zˆ|0. (2.22)
Calculemos los elementos necesarios
v · xˆ = u− (1− φ)
2
ζ
px
=
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
z2
2
− zh
)
− (1− φ∞)
2ξ2∞
µa
gµa
ξ2∞(1− φ∞)2
(hhx − zhx)
=
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
z2
2
− zh
)
− g (hhx − zhx) .
v · zˆ|0 = v|z=0 − (1− φ)
2
ζ
pz|z=0
= −(1− φ∞)
2ξ2∞
µa
gµa
ξ2∞(1− φ∞)2
(z − h)|z=0
= gh.
Entonces el flujo queda:∫ h
0
v · xˆdz =
∫ h
0
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
z2
2
− zh
)
− g (hhx − zhx) dz
=
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
z3
3
− z
2h
2
)h
0
− ghx
(
zh− z
2
2
)h
0
=
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
h3
3
− h
3
2
)
− ghx
(
h2 − h
2
2
)
= − gµa
3µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhxh
3 − 1
2
ghxh
2.
Con todos los elementos obtenemos la ecuacio´n para h(x, t):
ht − gµa
3µbξ2∞(1− φ∞)2
R
(
hxh
3
)
x
− 1
2
g
(
hxh
2
)
x
= gh,
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y pasa´ndola de nuevo a forma adimensional:
h0h
′
t −
gµa
3µbξ2∞(1− φ∞)2
R0R
′
R20
h40
(
h′3h′x′
)
x′ −
1
2
g
h30
R20
(
h′2h′x′
)
x′ = gh0h
′,
h′t −
gµa
3µbξ2∞(1− φ∞)2
h30
R0
R′
(
h′3h′x′
)
x′ −
1
2
g
h20
R20
(
h′2h′x′
)
x′ = gh
′,
ht − µa
3µbξ2∞(1− φ∞)2
h30
R0︸ ︷︷ ︸
K
R
(
h3ghx
)
x
− 1
2
gε2
(
h2hx
)
x
= gh,
ht −KR
(
h3ghx
)
x
− 1
2
gε2
(
h2hx
)
x
= gh.
En los experimentos realizados tenemos que K ≈ 10−5 en el instante inicial y
cuando la biopel´ıcula se expande la altura crece con un factor de 30, es decir
K ∼ 303K|t=0 ≈ 0,3 mientras que ε2 ≈ 0,01. Entonces podemos despreciar el
segundo te´rmino de la ecuacio´n y quedarnos con la expresio´n:
ht −KR
(
h3ghx
)
x
= gh.
En coordenadas polares todo el desarrollo anterior es igual tomando r ≡ x y
efectuando el cambio ∂x → (r∂r)/r. La ecuacio´n queda entonces:
ht −KR
r
(
rh3ghr
)
r
= gh.
Esta ecuacio´n muestra que los cambios de forma en la biopel´ıcula se deben
a la influencia de dos factores. Por un lado el crecimiento vertical expresado por
gh y por otro la expansio´n horizontal dada por el segundo sumando de la parte
izquierda de la igualdad.
Veamos el efecto que estos dos te´rminos tienen en la biopel´ıcula. Supongamos
que la altura inicial de la colonia es h0 y su radio inicial R0; si h0 es pequen˜o el
para´metro
K =
µa
3µbξ2∞(1− φ∞)2
h30
R0
,
hace que la componente vertical sea mucho ma´s grande en comparacio´n con la
horizontal.
Sin embargo, dado que h crece de manera exponencial y el radio ma´ximo R
tiene un valor ma´s o menos constante podemos suponer que K crecera´ hasta que la
componente horizontal de la ecuacio´n sobrepase a la otra, marcando la transicio´n
entre el crecimiento vertical y la expansio´n horizontal. Cuando resolvamos esta
ecuacio´n veremos que, en efecto, el radio ma´ximo de la colonia es al principio
constante pero que, conforme pasa el tiempo, gana fuerza.
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Ya hemos obtenido una ecuacio´n diferencial que rige la altura de la biopel´ıcula.
Para resolverla vamos a utilizar una ecuacio´n autosimilar que distinga entre parte
temporal y espacial. Partimos de la ecuacio´n
ht −KR
r
(
rh3ghr
)
r
= gh,
donde h esta´ reescalado con la altura inicial; x,R con el radio inicial y tomamos
los estados iniciales de crecimiento en los que g ≈ 1.
Para estudiar la solucio´n de la ecuacio´n primero sustitu´ımos h = etH y obte-
nemos:
ht −KR
r
(
rh3hr
)
r
= h,(
etH
)
t
−KR
r
(
re3tH3etHr
)
r
= etH,
etH + etHt − e4tKR
r
(
rH3Hr
)
r
= etH,
etHt = e
4tK
R
r
(
rH3Hr
)
r
,
Ht = e
3tK
R
r
(
rH3Hr
)
r
.
Reescalando el tiempo con ∂τ/∂t = e3tKR da lugar a:
Hτ =
1
r
(rH3Hr)r.
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Busquemos ahora una solucio´n autosimilar de la forma H = F (η)/
(
R(τ)
)2
con
η = r/(R(τ)): (
F
R2
)
τ
=
1
r
(
r
(
F
R2
)3(
F
R2
)
r
)
r
R2Fτ − F (R2)τ
R4
=
1
r
(rF 3Fr)r
R8
−R2Fηr/R2Rτ − 2FRRτ
R4
=
1
r
(rF 3Fη/R)r
R8
−(Fηr/R + 2F )RRτ
R4
=
1
r
(rF 3Fη)r/R
R8
−(Fηη + 2F )Rτ
R3
=
1
r
(rF 3Fη)r
R9
Calculemos a parte (rF 3Fη)r:
(rF 3Fη)r = F
3Fη + r3F
2FrFη + rF
3Fηr
= F 3Fη + 3F
2F 2η
r
R
+ F 3Fηη
r
R
= F 3Fη + 3F
2F 2η η + F
3Fηηη
= (ηF 3Fη)η,
Entonces la ecuacio´n se convierte en:
−(Fηη + 2F )Rτ
R3
=
1
r
(ηF 3Fη)η
R9
,
y reexpresando r = ηR:
−(Fηη + 2F )Rτ
R3
=
1
ηR
(ηF 3Fη)η
R9
−(Fηη
2 + 2Fη)Rτ
R3
=
(ηF 3Fη)η
R10
−(Fη2)ηRτ = (ηF
3Fη)η
R7
Encaremos en primer lugar la componente temporal, Rτ = 1/R
7. Recordando
el cambio de variable anterior ∂τ/∂t = e3tKR obtenemos:
Rt =
∂R
∂t
=
∂R
∂τ
∂τ
∂t
= RτKe
3tR =
Ke3tR
R7
=
Ke3t
R6
,
20
3. Fo´rmula de la altura
y entonces:
∂R
∂t
=
Ke3t
R6
⇒ R
7
7
= e3t
K
3
+ a ⇒ R =
(
7e3t
K
3
+ a
)1/7
.
Dado que para valores iniciales del tiempo K ≈ 10−5 y R esta´ reescalado con R0
tenemos que a = 1 y la funcio´n queda:
R =
(
7e3tK/3 + 1
)1/7
.
Como hab´ıamos predicho en el cap´ıtulo anterior al observar la ecuacio´n, para
valores iniciales de tiempo R ≈ 1 mientras que cuando t→∞ la parte exponencial
se impone y R ≈ e3t/7.
Estudiemos ahora la parte espacial −(Fη2)η = (ηF 3Fη)η. Integra´ndola una vez
obtenemos:
−Fη2 = ηF 3Fη + b,
con b = 0 ya que F → 0 cuando η → 0. Esto da lugar a la ecuacio´n de variables
separadas:
−Fη = F 3dF
dη
⇒ −ηdη = F 2dF ⇒ −η
2
2
+ c =
F 3
3
⇒ F = (c− 3η2/2)1/3.
Con las dos partes de la solucio´n autosimilar obtenemos la fo´rmula de la altura:
h = etH = et
F
R2
=
et
R2
(c− 3η2/2)1/3 = e
t
R2
(
c− 3
2
( r
R
)2)1/3
,
donde c viene dado por la condicio´n inicial.
No´tese que cuando r → r∗ = √2c/3R tenemos que h→ 0 y
l´ım
r→r∗
hr = l´ım
r→r∗
et
R2
1
3
(
c− 3
2
( r
R
)2)−2/3 (
−3 r
R2
)
= −∞.
Entonces vamos a regularizar la solucio´n asumiendo que e´sta tiende asinto´tica-
mente a un valor h∞. Calculemos el valor r∗ para el que la altura alcanza ese valor
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cr´ıtico:
h(r∗) = h∞ ⇒ e
t
R2
(
c− 3
2
(
r∗
R
)2)1/3
= h∞,
c− 3
2
(
r∗
R
)2
=
(
h∞R2
et
)3
,
(r∗)2 = R2
2
3
(
c−
(
h∞R2
et
)3)
,
r∗ = R
√
2
3
√
c−
(
h∞R2
et
)3
.
Entonces el valor de la pendiente regularizada es:
hr(r
∗) =
et
R2
1
3
(
c− 3
2
(
r∗
R
)2)−2/3(
−3 r
∗
R2
)
= − e
t
R4
r∗
(
c− 3
2
(
r∗
R
)2)−2/3
= − e
t
R4
R
√
2
3
√
c−
(
h∞R2
et
)3(
c− c+
(
h∞R2
et
)3)−2/3
= − e
t
R3
√
2
3
√
c−
(
h∞R2
et
)3(
h∞R2
et
)−2
= −
√
2c
3
e3t
R7h2∞
,
tras despreciar (h∞R2/et)3  c.
De esta manera, la ecuacio´n final de la altura tiene dos partes:
h(r, t) =
 e
t
R2
(
c− 3
2
(
r
R
)2)1/3
si r < r∗,
h∞ si r ≥ r∗,
con
r∗ = R
√
2
3
√
c−
(
h∞R2
et
)3
.
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A lo largo del proceso hemos asumido varios valores de los valores de los para´me-
tros y funciones para facilitar la resolucio´n de las ecuaciones hasta llegar a la fo´rmu-
la final de la altura. A continuacio´n procedemos a dar argumentos para explicar
por que´ estas hipo´tesis reflejan el comportamiento real de la colonia de bacterias.
1. Necesitamos que εpφ
(1)  φ∞ dado que en la resolucio´n de φ se da la situacio´n
en que φ(1) ∼ 1/ε. Para R ≈ 1 mm, g−1 = 2,3 h, ξ∞ ∼ 50 nm la condicio´n
εp
ε
=
Rgµah
ξ2∞Π
 1,
se verifica si Π 8Pa.
2. Se debe dar φt  gφ. De la expansio´n φ = φ∞+εpφ(1) es claro que se verifica
esta relacio´n siempre y cuando εpφ
(1)  1 que equivale a εpφ(1)  φ∞ que
ya ha sido tratado en el punto anterior.
3. Las velocidades verifican u . v. De la expresio´n de la componente horizontal
u =
gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
z2
2
− zh
)
,
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y de la relacio´n v ∼ gh vemos que:
u
v
∼ 1
gh
· gµa
µbξ2∞(1− φ∞)2
Rhx
(
z2
2
− zh
)
=
R
h
· µa
µbξ2∞(1− φ∞)2
hx
(
z2
2
− zh
)
∼ R
h
K =
K
ε
,
con K = µa
3µbξ2∞(1−φ∞)2
h30
R0
y ε = h/R. Dado que K var´ıa entre valores de 10−5
en instantes iniciales hasta aproximadamente 0,3 y ε ≈ 0,1 tenemos que
u
v
∼ K
ε
. 1, ⇒ u . v.
4. Para la segunda expansio´n hemos necesitado εp  1. Esta condicio´n siempre
se cumple si εpε 1 que hemos comprobado en el primer punto.
5. Por u´ltimo, la ecuacio´n 2.12 necesita que K2 . 1 para cancelar el te´rmino
multiplicado por ε−1p . Siendo
K2 =
µb
µa
(
ξ∞
h
)2
,
con los valores de los para´metros tenemos que K2 ≈ 0,002.
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